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Chapter 2 

Wave Particle Duality, Probability, and 

 the Schrödinger Equation 
 

 

 

( ) ( ) ( ), i kx wtx t A k e dkψ
∞

−

−∞

= ∫  

 

t=0에서 , 

 ( ) ( ) ikxx g k e dkψ
∞

−∞

= ∫  

 이때  로  주어지면  ( ) ( )20k kg k e α− −=

 ( ) ( )
2 2

2 0 0
0

2 ikxk k k kk k ikxx e e dk e
αα α dkψ
⎛ ⎞∞ ∞ − − + −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠

−∞ −∞

= ⋅ =∫ ∫  
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ikx ixk k k k k k k k

ixk k k k

ik xix ix xk k k k k k

ik xix xk k

α α
α α

α
α

α 2

4α α α

α
α α α

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − = − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞= − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + + + + − − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞= − − − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

α

    

 ( )
2 20

2
04 4

ik xx x
ik xx e e e

α
αα απ πψ

α α

⎛ ⎞
− −−⎜ ⎟ −−⎜ ⎟

⎝ ⎠= ⋅ = ⋅ ⋅  

Free space에  있는  wave는  시간이  지남에  따라  퍼져나갈  것이다 . 
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( ) ( ) ( ) ( ), ik x vtx t A k e dk f x vtψ
∞

−

−∞

= =∫ −  

 ( (
2 2 22

x x vi t i ti x i t ik x vtikx iwte e e e e
π π ν ππν λ λ λλ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = = = )) 
 

 

( ) ( ) ( )( ), i kx w k tx t A k e dkψ
∞

−

−∞

= ∫  

( ) ( )20k kA k e α− −= 로  주어지면 ,  

 ( ) ( ) ( )( )2
0, i kx w k tk kx t e eα dkψ

∞
−− −

−∞

= ∫  

 

  ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2
2

0 0 0 2

1
2k k k k

dw d ww k w k k k k k
dk dk= =

⎛ ⎞⎛ ⎞≅ + − + − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

        ( ) ( ) ( )2
0 0gw k v k k k kβ= + − + − 0             

'
0k k k− =

  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 ''2 ' '2
0 00 ', giv k tk k iw k tiw k t ik xikx k ik x i k tx t e e e dk e e e e e e dα α β kψ

∞ ∞
−− − −− − −

−∞ −∞

= =∫ ∫  
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e e e e e dk

e e e dk

e e dk

e e

βα

α β

α β

α β
α β

α β

∞
− + −−

−∞

∞
−− − −

−∞

∞
−− − +

−∞
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⎜ ⎟− + −∞
⎜ ⎟+− ⎝ ⎠

−∞

−
− + −

−

=

=

=

=

=

∫

∫

∫

∫
( )
( )

( )
( )
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2 4 '
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⎛ ⎞ −
⎜ ⎟ −∞
⎜ ⎟+ +
⎝ ⎠

−∞
∫
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( )( )

( )
( )

( )
( )
( )

22
'

0 0
24 '

gg
i x v tx v t i t k

i ti k x w k t i te e e
α β

α βα β

⎛ ⎞−− ⎜ ⎟− + −∞− ⎜ ⎟+− + ⎝ ⎠

−∞

= ∫ dk  

  
( )( )

( )
( )

2

0 0

1
2 4

gx v t
i k x w k t i te e

i t
α βπ

α β

−
−

− +⎛ ⎞
= ⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 

 ( ) ( )( )
( )
( )

2

0 0

1
2 4* ,

gx v t
i k x w k t i tx t e e

i t
α βπψ

α β

−
−

− − −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 

 ( )
( )
( )

2

2 2 2

1
2 22 2

2 2 2,
gx v t

tx t e
t

α

α βπψ
α β

−
−

+⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 

 

 

Schrödinger Equation 
free space에서 ,  

2
h kp h k
λ π

= = =   2
2
hE h wν πν
π

= = =  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), i kx wt i px Etx t A k e dk p e dpψ φ
∞ ∞

− −

−∞ −∞

= =∫ ∫  

  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), i px Et i px Etx t iEi p i e dp E p e
t h

ψ
φ φ

∞ ∞
− −

−∞ −∞

∂ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠∫ ∫ dp  

     ( ) ( ) ( )22 2

2

,
, ,

2 2
x tpE x t x t

m m
ψ

ψ ψ
∂

= = = −
∂x  

  

 
( ) ( )22

2

, ,
2

x t x
i

t m x
ψ ψ∂ ∂ t

∴ = −
∂ ∂  

 →  given by nature 
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Potential이  있으면 ,  

 ( ) ( ) ( )

2

22

2

2
, ,

,
2

pE V
m

x t x t
i V

t m x
ψ ψ

ψ

= +

∂ ∂
= − +

∂ ∂
x t

 

 

 

Max Born, 

 
2 * probabilityψ ψ ψ= ⋅ →  

 

( ) ( )

( )

2
, ,

, 1

P x t dx x t dx

P x t dx

ψ
∞

−∞

=

=∫
 

 
 
 

Uncertainty Principle 

2
x pΔ ⋅Δ ≥  

이  것을  Bohr의  수소  원자모형에  응용하면 ,  

  r p⋅ ∼

 

2 2 2 2

2
0 02 4 2 4

p e eE
m r mr rπε π

= − −
ε  
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0
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0 0
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0
4
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E e
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e
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πε πε
α

∂
= − + =

∂

=

= = =
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2 2 2 2 2 2 2

2 2
0 02 4 2 4

e m c eE
mr r m

mcα α
πε πε

− = −  

   

2 2
2 2 2

2 2
mc mcmc 2α α α= − = −  

 

 

 

Conjugate Equation 

 
2 2

22
i V

t m x
ψ ψ ψ∂ ∂

= − +
∂ ∂   

2

2

1
2
i V

t m x i
ψ ψ ψ∂ ∂

= +
∂ ∂  

 
* 2 2 *

*
22

i V
t m x
ψ ψ ψ∂ ∂

− = − +
∂ ∂  

* 2 *
*

2

1
2
i V

t m x i
ψ ψ ψ∂ ∂

= − −
∂ ∂  

 

 ( ) ( ) ( )( )*, , ,P x t x t x t
t t

ψ ψ∂ ∂
= ⋅

∂ ∂  

    
( ) ( ) ( ) ( )

*
*, ,

, ,
x t x t

x t x
t t

ψ ψ
ψ ψ

∂ ∂
= +

∂ ∂
t  

    

2 * 2
* *

2 2

2 * 2 2 2 *
* *

2 2 2

*
*

1 1
2 2

2 2 2

2

i iV V
m x i m x i

i i i
m x m x m x x

i
m x x x

ψ ψψ ψ ψ ψ ψψ

ψ ψ ψψ ψ ψ ψ

ψ ψψ ψ

∂ ∂
= − − + +

∂ ∂
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= − + = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

*

2

ψ
 

 

0P j
t

∂
+∇ ⋅ =

∂  -> continuity equation 

*
*

2
ij
m x x

ψ ψψ ψ
⎛ ⎞− ∂ ∂

= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*, , ,f x f x P x t dx x t f x x t dxψ ψ
∞ ∞

−∞ −∞

= =∫ ∫  

 

 
d x

p m
dt

=  

    

( ) ( )
*

* *

2 * 2
* *

2 2

2 * 2
* *

2 2

2 *

2

, ,

1 1
2 2

1 1
2 2

2 2

d d dm x t x x t dx m x x dx
dt dt dt

i im V x V
m x i m x i

i im x V x x V x
m x i m x i

i im x
m x m

ψ ψψ ψ ψ ψ

ψ ψψ ψ ψ ψ

ψ ψψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

∞ ∞

−∞ −∞

∞

−∞

∞

−∞

⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂

= − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂

= − − + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∂
= − +

∂

∫ ∫

∫

∫ *

x dx

dx

2
*

2

2 * 2
*

2 2

2 * 2
*

2 2

2

2

x dx
x

m x x dx
mi x x

x x dx
i x x

ψ ψ

ψ ψψ ψ

ψ ψψ ψ

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

⎛ ⎞∂
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫

∫

∫

 

    

 

2 * 2
*

2 2

* *
* *

* *
* *

* *
* *

*
*

2

2

x x
x x

x x x x
*

x x x x x x

x x
x x x x x

x x dx
i x x x x x

i x x

ψ ψψ ψ

x
ψ ψ ψ ψ ψψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψψ ψ ψ ψ

ψ ψψ ψ

∞

−∞

∂ ∂
−

∂ ∂
⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − − + + +⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂

= − +⎜ ∂ ∂⎝

∫

ψ ⎞
⎟
⎠

* *

2
dx dx

i x x
ψ ψψ ψ

∞ ∞

−∞ −∞

∂ ∂⎛ ⎞= +⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎠
∫ ∫
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* *dx dx

i x i x
ψψ ψ ψ

∞ ∞

−∞ −∞

∂ ∂
= =

∂ ∂∫ ∫  

 

 ( ) ( )* , ,p x t x t dx
i x

ψ ψ
∞

−∞

∂
∴ = ⋅ ⋅

∂∫   p
i x
∂

=
∂  

 

 ( ) ( ) ( )* , ,f p x t f x
i x

ψ ψ
∞

−∞

∂⎛ ⎞= ⋅ ⋅⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ t dx  

 

 

t=0일  때 ,  

 ( ) ( )1
2

ipxx p e dpψ φ
π

∞

−∞

= ∫  

      ( )
2

ikxk e dkφ
π

∞

−∞

= ∫  

 

( ) ( )

( ) ( )

1
2

1
2

ikx

ipx

k x e dx

p x e dx

φ ψ
π

φ ψ
π

∞
−

−∞

∞
−

−∞

=

=

∫

∫
 

 

( ) ( ) ( ) ( )* * 1
2

ipxp p dp p x e dx dpφ φ φ ψ
π

∞ ∞ ∞
−

−∞ −∞ −∞

⎛ ⎞
⋅ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  

      

( ) ( )

( ) ( )

*

*

1
2

1

ipxx p e dp dx

x x dx

ψ φ
π

ψ ψ

∞ ∞
−

−∞ −∞

∞

−∞

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

= ⋅ =

∫ ∫

∫
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 ( ) ( )* 1p p dpφ φ
∞

−∞

∴ ⋅ =∫  

 

 

( ) ( )*p x x
i x

ψ ψ
∞

−∞

∂
= ⋅ ⋅

∂∫ dx  

   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

*

*

*

*

1
2

1
2

1
2

ipx

ipx

ipx

x p e dp dx
i x

ipx p e dp dx
i

p p x e dx

p p p dp

ψ φ
π

ψ φ
π

φ ψ
π

φ φ

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞

−∞

⎛ ⎞∂
= ⋅ ⋅⎜ ⎟

∂ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

= ⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

= ⋅ ⋅

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

dp
 

( ) ( )*p p p p dpφ φ
∞

−∞

∴ = ⋅ ⋅∫  

 

 

( ) ( ) ( )*f x p f i p
p

φ φ
∞

−∞

⎛ ⎞∂
= ⋅ ⋅⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∫ dp   x i

p
∂

=
∂  
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Generally, operators do not commute 

 [ ],A B AB B= − A  

 

[ ] ( ) ( ), ,p x x x x
i x

ψ ψ∂⎡ ⎤= ⎢ ⎥∂⎣ ⎦
 

     

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

x x x
i x i x

x
x x x

i x i x
x x

x x x
i i x i
i x

ψ

ψ
ψ

ψ ψ
ψ

ψ

∂ ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∂∂

= −
∂ ∂

∂ ∂
= + −

∂ ∂
= −

x

 

[ ],p x i∴ = −  

 

 

( ) ( ) ( ) ( )* * *p p x x dx x
i x i x

ψ ψ ψ ψ
∞ ∞

−∞ −∞

∂ ∂⎛ ⎞− = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫ x dx  

    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

* *

2*

2 2

0
x x

x x x x dx
i x x

x x dx x dx
i x i x

x x
i

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

ψ ψ

∞

−∞

∞ ∞

−∞ −∞

=∞ =−∞

∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂

∂ ∂
= ⋅ =

∂ ∂

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∫

∫ ∫
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